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Приведено доказательство инвариантности энергии системы ранга n, состояние которой опи-
сывается гладкой функцией, определенной в расслоенном пространстве скоростей, то есть доказано, 
что при невырожденном преобразовании системы координат обобщенная энергия, заданная в виде ли-
нейной комбинации функции Лагранжа (от координат и их производных до n-го порядка) и суммы про-
изведений обобщенных импульсов различных порядков (от первого до n-го включительно) на производные 
соответствующего порядка от координат, остается неизменной.  
Ключевые слова: уравнения Эйлера – Лагранжа, гладкие многообразия, расслоенное простран-
ство скоростей, импульс системы, тензор энергии, тензор обобщенного импульса, невырожденная 
функция. 
 
Введение. Фундаментальные законы сохранения справедливы при изучении любых физических 
процессов (механических, тепловых, электромагнитных и др.). Они одинаково применимы в релятивист-
ском и нерелятивистском движении, в микромире, где справедливы квантовые представления, и в мак-
ромире, с его классическими представлениями. 
Законы сохранения используются в механике и теоретической физике. Научное и методологиче-
ское значение законов сохранения определяет их исключительная общность и универсальность. Благода-
ря той особой роли, которую играют законы сохранения в физике, они являются важнейшим элементом 
современной научной картины мира. 
Между основными уравнениями динамики и законами сохранения имеется принципиальная раз-
ница. Законы динамики дают нам представление о детальном ходе процесса. Так, если задана сила, дей-
ствующая на материальную точку и начальные условия, то можно найти уравнение движения, траекто-
рию, величину и направление скорости в любой момент времени и т. п. Законы же сохранения не дают 
нам прямых указаний на то, как должен идти тот или иной процесс. Они говорят лишь о том, какие про-
цессы запрещены, то есть чего в природе произойти не может. 
В начале ХХ века Эмми Нетер доказала важную теорему, которая утверждает, что всякому непре-
рывному преобразованию координат с заданным законом преобразования соответствует некоторая со-
храняющаяся величина (или, как говорят, инвариант преобразования). Поскольку преобразования коор-
динат тесно связаны со свойствами симметрии пространства и времени (однородностью, изотропностью 
пространства и однородностью времени), то каждому свойству симметрии пространства и времени дол-
жен соответствовать определенный закон сохранения. С однородностью пространства, то есть с симмет-
рией законов физики по отношению к пространственным сдвигам начала координат, связан закон сохра-
нения импульса. С изотропностью пространства, то есть с симметрией относительно поворота системы 
координат в пространстве, связан закон сохранения момента импульса. Аналогично представление об 
однородности времени (симметрии по отношению к сдвигам времени) приводит к закону сохранения 
энергии. 
Значение теоремы Нетер не ограничивается только тем, что она устанавливает связь классических 
законов сохранения с видами симметрии, имеющими геометрическую природу. При наличии в физиче-
ской системе симметрий другого рода, не связанных со свойствами пространства и времени, теорема 
Нетер позволяет установить другие законы сохранения. И наоборот, всякий закон сохранения связан 
с некоторой определенной симметрией системы. 
Дифференциально-геометрическое рассмотрение импульса и энергии в физической и математиче-
ской постановке изложено в литературе [1–8, 12–15]. Свойства тензора энергии-импульса при простей-
ших линейных преобразованиях координат-времени объясняет законы сохранения импульса в макроско-
пической системе. Но тензор энергии-импульса в дифференциальной форме является инвариантным 
относительно произвольного невырожденного преобразования координат, что приводит к локальным 
законам сохранения энергии-импульса, например, в физике элементарных частиц. Функция Лагранжа 
определяет некоторую вариационную задачу, например, минимизацию интеграла действия в механической 
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функция в простейшей вариационной задаче) вырожден относительно переменных времени либо коор-
динат, то это вырождение приводит соответственно к закону сохранения энергии, либо импульса относи-
тельно данной координаты [7]. Представленная работа является продолжением работ [9, 10, 13]. 
Постановка задачи. 
Дифференциально-геометрические структуры, используемые в работе: mX  – гладкое многообра-
зие размерности m; n mT X – гладкое расслоенное пространство скоростей порядка n с базой расслоения 
mX ;  :
n
mL T X → ℜ  – невырожденная функция в точке n nx mv T X∈  [9]. 
 
Лемма 1. Пусть 1 2( , ,..., )
i i
mx S x x x= , здесь : ( ) ( )S x x→  – гладкое невырожденное преобразова-
ние координат в базе гладкого многообразия mX  расслоения скоростей порядка ,  max( , )p mT X p s l≥ , 
1,i m= , тогда  
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Индуктивный переход. Пусть 
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∑ ∑ ∑ ∑  Лемма доказана. 
Теорема 1 [11, с. 193, 13, с. 121, лемма 3]. Пусть 
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Доказательство. Утверждение теоремы в более общем виде приведено в [11].  
Ввиду важности этого утверждения приведем независимое от ссылки доказательство теоремы 1 
для двух параметров k и p.  
При 0p k> ≥  по лемме 1 имеем 
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При k p≥  доказательство проведем методом математической индукции. База индукции k p= . 
Используя лемму 1, имеем  
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По предположению индукции 
( ).
_( )
( ) ( )




tkp j p j j









_( 1) ( )2
1 ( 1)
( ) ( ) ( 1) ( )
1 0 1 0
( ) ( )( ) ( ( ( )) ) ( )
s l s li i i im k m k
p k p p k pk k
t t tk ks l p j p j s l j j
l s l s
F F x x x x
x С D D x С D
x x
x x x x
+
− − − −
−
= = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∑∑ ∑∑
_( ) ( ).
_ 1 ( 1)
( )
1 0
( ) ( )( ( ( )( , ,..., )) ) ( )
k p s li ik pm
p k p p k p
t t tk ks l j j
l s
x x x x










∑ ∑  
_ _ _
1 ( 1) 1 1 1
1
( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
i i i i
p k p p k p p p k p p k p
t t t t tk k k k kj j j j
x x x x x x x xC D D С D C С D C D
x x x x
− − − − − + − + −
+
∂ ∂ ∂ ∂
= + = + =







ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ НАУКИ. Математика                                                                                           № 12 
 
 81
В последней строке было использовано свойство биномиальных коэффициентов: 
1
1
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Определение 1. Система функций { } { },( )i in k k nP p n p= = , где  
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∑ , 0, ,  1,k n i m= = , 
называется обобщенным импульсом ранга n для функции : p mL T X → ℜ  в локальных координатах (x) 
базы mX  расслоения 
p
mT X , здесь 
( ).
( , ,..., )
p
L x x x  – локальная запись функции L  при выборе локальных 




k np  называется k-й компонентой обобщенного импульса nP  ранга n  по i-й координате 
или импульсами порядка k  ( k -импульсами) по i-й координате обобщенного импульса nP  ранга n . 
 
Теорема 2 [10, с. 127, теорема 1; 13, С. 119, теорема 2] (закон преобразования импульсов при за-
мене системы координат в базе mX  расслоения 
2n
mT X ). При замене ( ) ( ( ))x x x→  в базе многообразия 
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L x x  – локальная запись функции L  в локальных 
координатах (x) в базе mX  расслоения p mT X .  
Функция  
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где ktD −  оператор k -кратного полного дифференцирования по времени t,  называется гамильтониа-
ном (функцией Гамильтона) ранга n этого преобразования для функции Лагранжа : p mL T X → ℜ , а так-
же энергией системы, состояние которой описывается функцией : p mL T X → ℜ  в локальной системе 
координат (x) в базе mX  расслоения p mT X . 
В дальнейшем будет доказано, что при p n≤  энергия системы является тензором нулевого ранга, 
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p n> , вообще говоря, зависит от локальных координат и, таким образом, не сохраняется при замене 
локальной системы координат в базе mX  расслоения 
p
mT X . 
Замечание 1. Максимальный порядок производной по t порядка l  в ( )ikp n  равен 2l l k l k+ + = ⋅ + .  
Если l k p+ > , то 
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 и, значит, коэффициент при производной  
( )l k i
x
+
 равен 0, следо-
вательно, при определении максимального порядка производной по t можно считать l k p+ ≤  (в частно-
сти, k p≤ ).  
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Рассмотрим следующую постановку задачи. 
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Теорема 3 [9, с. 127, теорема 2; 13, с. 120, лемма 2] (дифференциальная связь импульсов k  
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∑  - импульс (k – 1)-го порядка. 
Теорема 4. Пусть 
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Доказательство. Доказательство проведем математической индукцией по порядку производной k. 
Пусть база индукции k = 1, тогда  
1 21 2( , ,..., ),  ( , ,..., )mmx x x x x x x x= = . 
По определению считаем 00 1C = , в этом случае формула (1) принимает вид 
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Затем при k = 3   
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Наконец, при k = 4  
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∑     (5) 
Формулы (2)–(5) являются частными случаями формулы (1) при k = 1, 2, 3, 4 соответственно. 
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Докажем, что  
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Доказательство: 
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       (6) 
В правой части формулы (6) сделаем замену переменных: 
1, 1, 1 2 , 1s g g s s g k s k g= − = + − = − − = + − ,  
тогда получим 
( ) ( 1)
1 1 1
1 1
1 1 1 1
( ) ( )1
2 11 1
1 1
1 1 1 2
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) .
s j s ji im k m k
s k s s k s
k t k tj jj s j s
s j g ji im k m k
g k gs k s
k t tkj jj s j g
x x x xC D x C D x
x x
x x x xC D x C D x
x x
+
− + − − −
− −
= = = =
+
− + −− + −
−
−









                                      (7) 
В формуле (7) меняем индекс суммирования g  на  s: 
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.                                                    (9) 
Учтём преобразование (9) в правой части выражения (8):  
( ) (1) ( 1)
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∑ ∑ . 
Теорема доказана. 
Замечание 2. Используя замену переменных 1 1 1 11, 1, 1 , 1 0s s s s k s k s k s= − = + − = − − − ≥ ≥ , 
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которая может быть представлена в виде 
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По теореме о сложной функции выполняется равенство  
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По теореме 1 выполнено равенство 
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Учитывая равенства (12) и (13) и подставляя их в формулу (11), получим 
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Применяя к произведению f g⋅  формулу Лейбница, имеем 
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Одной из основных задач данной работы является нахождение связи между соотношениями (10) 
и (14), причем выражение (14) эквивалентно выражению (15). 
 
Теорема 5 (о дифференциальной связи энергии ранга n с импульсами 0-го порядка ранга n).  Пусть 
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−
 – локальная запись функции L  и импульсов k-го порядка 
при выборе локальных координат (x) в базе mX  расслоения n mT X , 
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= = = =
= = − + = − +∑∑ ∑∑ –  
энергия системы, состояние которой описывается функцией : n mL T X → ℜ  в локальной системе коорди-
нат (x) в базе mX  расслоения n mT X . Тогда справедливо 
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∑  – импульс 0-го порядка  
(1).i i
i
tx x D x= = . 
Доказательство: 
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Преобразуем выражение (18), учитывая формулы (19)–(21): 
(2 1) (1) (2 ) ( 1) (2 ) (2 ( 1)) ( )
1, , , 1,
1 1 2 1
( ( ,..., )) ( ,..., ) ( ( ( ,..., )) ( ,..., ))
m m n mn i n n n i n k n k k i
i i i i
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i i k i
D p x x x p x x x D p x x p x x x
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−
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∂ ∂
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∂ ∂
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∂ ∂
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∂∂
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( ) ( ) ( ). . .
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i
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∂ ∂ ∂
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Замечание 3. Первая сумма в правой части выражения (16) с использованием замены переменных 
1 1 11, 1, 0k k k k n k= − = + ≥ ≥  может быть представлена в виде 
( ) ( )
1 ( ) ( 1)
( 1) ( )
1 1 0 1
( ,..., ) ( ,..., )
n n
n m n mk i k i
k i k i
k i k i









∑∑ ∑∑ , 
Теорема 6. Обозначим векторы 1 21 2( , ,..., ) и ( , ,..., ).mmx x x x x x x x
−
= =  Пусть 
_ _ _
1 2( , ,..., )i i mx S x x x= , 
_
: ( ) ( )S x x→ – невырожденное преобразование координат в базе гладкого многообразия mX  расслоения 
скоростей порядка  p mT X  , 1,i k m= , 
_
1 : ( ) ( )S x x− → – обратное отображение, тогда верно утверждение 
_ _
1 1
1,( ) ( ) ( ) ( )
, , символ Кронекера.
0,
j ii jm m
i i k
k k ij k j kj j
i kx x x x x x x x
i kx xx x= =
=∂ ∂ ∂ ∂
= δ = δ δ = −
≠∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑                     (22) 
Доказательство. Рассмотрим композицию преобразований 
1 2( ( ), ( ),..., ( ))mi ix x x x x x x x= . Соглас-
но теореме о сложной функции имеем 
_
1
( ) ( )ji imi
kk j kj






Аналогично доказывается равенство   
_
1
( ) ( )i i jmi
kk j kj






Теорема доказана.  
Докажем, что каждая из сумм в формуле (16) является геометрическим инвариантом, то есть не 
зависит от выбора локальной системы координат (x) в базе mX  расслоения скоростей n mT X . Имеет 
место следующая теорема.  




L x x ,
(2 ).
,0 ( , ,..., )
n k
k
ip x x x
−
 – локаль-
ная запись функции L  и импульсов 0-го порядка при выборе локальных координат (x) в базе mX  рас-
слоения n mT X , 1,i m= . Тогда функции 
( )
1( ) ( 1) ( ).
1 ( 1)
1 1
( ,..., )( , ,..., )
n
n mn n k i
k i
k i








∑∑   и  
.(2 ) (2 ). .
2 0,
1





G x x x p x x x x
=










n t l i
l








∑  – импульс 0-го порядка  
(1). ii i
tx x D x= = . 
При замене локальных координат (x) в базе mX  расслоения n mT X  преобразуются как тензоры  
0-го ранга, то есть не зависят от выбора локальных координат (являются геометрическими инварианта-
ми, следовательно, имеет место сохранение энергии при замене локальных координат). 














∑ . По тео-




( )( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )
jn kmn k ji
ij
x x
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G x x x p x
=
= ∑ , получим 
(2 ).
. .(2 ) (2 ). .
2 0, 0
1 1 1
( )( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( )( , ,..., ) )
jn km m mi in n k ji
n i
i i j






= = ⋅ =
∂
∑ ∑ ∑  
_ _
. .(2 ) (2 ). .
0 0
1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )( )( , ,..., ) ( ( )( , ,..., ) )
j jn k n ki im m m m m mk kj j
i k i k
i j k j k i
x x x x x x x x
p n x x x x p n x x x x
x xx x
− −
= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = ⋅ =
∂ ∂∂ ∂
∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑  




( ( )( , ,..., ) ) ( )( , ,..., ) ( , ,..., )
n k n k nm m mk jj j j
k
j k j
p n x x x x p n x x x x G x x x
− −
= = =












Для  n = 1 формула (24) принимает вид 
.
. .( ) . .
.
..1 ( )
( 1) . . _
1 1 1 1 1 1 1
.( ,..., ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( )
n k k iin m m m m m mk i li
k i i i k i i l
k i i i i k lk
L x x L x x L x x L x x x L x x x x
x x x x




= = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + +
∂ ∂ ∂∂∂ ∂∂ ∂






. . . _
1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( ( ))
kk k im m m m m li
ti k i i l
i k i k lk k
L x x x L x x x L x x x x
x D x
x xx xxx x
− − −
= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +
∂ ∂∂ ∂∂∂ ∂
∑∑ ∑∑ ∑  
. . .
. . . ..
. _ _ _ . _
1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( ( ) ( )) ( )
k k ki i i im m m m m ml l l l
t ti l l k i l i l
k i l k i lk k
L x x x x x L x x x x L x x x xD x D x x x
x x xxx x x x
x x
− − −
= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + +
∂ ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂




. _ _ .
1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( ( ) ( ) ) ( )
kki im m m m m ml l lk k
t t l ll i i l k
k i l k i lk k
L x x x x x x L x x L x x
x D D x x
x x xx x
x x
− − −
= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = δ + δ +
∂ ∂ ∂∂ ∂∂ ∂
∑∑∑ ∑∑∑  
. . . .
_
. . .. .
. _ . .
1 1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , )( ( )) ( )
k
im m m m m m ml k k l k
t t ll i k
k i l k k k lk k k
L x x x x L x x L x x L x x
x D x x x D
x xx
x x x
− − − −
= = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + + δ =
∂ ∂∂∂ ∂ ∂












L x x L x x









∑ ∑ ,                                                         (25) 
где 







=δ = δ = −
≠
 
Теорема доказана.     
Отметим, что промежуточные преобразования в формуле (25) являются самостоятельными важ-







kk i im m
k
ii l l i
i i
i kx x x x
i kx x
x x= =
=∂ ∂ ∂ ∂
= = δ = −
≠∂ ∂ ∂ ∂










1 1 1 0
1
. (1)
( ) ( ) ( )1
k
k k k k
t ti i i i
i






∂ ∂ ∂ ∂ ∂




0 1 0 1
1(0)
( ) ( ) ( ) ( )1
k
k k k k
t t ti i i i i
x x x x x x x x x
С D D D
x x x xx
− − − −
−
− − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =












D x xx x x x x





= = = δ ⋅ =
∂ ∂ ∂∂
. 
Рассмотрим общий случай 
( ) ( )
1( ) ( 1) ( ) ( 1).
1 ( 1) ( )
1 1 0 1
( ,..., ) ( ,..., )( , ,..., )
n n
n m n mn n k i k i
k i k i
k i k i








∑∑ ∑ ∑ . 
По теореме 4 получим  
( ) ( 1)1( )
1 1
1 1
1 1 1 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
s j s ji im k m kk i
k i s k s s k s
t k t k tj jj s j s




− − − −
− −




∑∑ ∑ ∑ , 
заменяя индекс k на k+1 в последнем операторе, получим аналогичную формулу  
( 1) ( 1)1 1( 1)
1 1 1
1 1
1 0 1 0
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
s j s ji im k m kk i
k i s k s s k s
t k t k tj jj s j s
x x x xD x x x x C D x C D x
x x
+ ++ −+
+ + − − −
+ −




∑ ∑ ∑ ∑ . 
В результате имеем 
( ) ( ) ( 1)( 1)
( ) ( )
0 1 0 1 1 0
( ,..., ) ( ,..., ) ( )( ( ) )
n n
s jin m n m m kk i
s k s
k tk i k i j
k i k i j s
L x x L x x x x








∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ .                            (26) 
По теореме 1 выполнено равенство      
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
0 1
( ,..., ) ( ,..., )
n p dn
n m
k i p d k i
p d







∑ ∑ ,                                                               (27) 
( ) ( ).
1( )
( ) !( ),  ,  ! ,  ;( , ,..., )
! ( )!
0,  .
dp d kn p kk k
p t pi
gk i







⋅ = = ≥∂ 
= ⋅ − ∂
∂ <
∏
                           (28) 
Подставим равенство (28) в формулу (27): 
( )( )
( ) ( )
1
( ,..., ) ( ,..., ) ( )( )
nn dn m
p kk
p tk i p d i
p k d









∑ ∑                                                    (29) 
и полученном результате используем выражение (26): 
( ) ( ) ( 1)( 1)
( ) ( )
0 1 0 1 1 0
( ,..., ) ( ,..., ) ( )( ( ) )
n n
s jin m n m m kk i
s k s
k tk i k i j
k i k i j s
L x x L x x x x
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( ) ( 1)
( )
0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( ) )
n d s jin m n m m k
p kk s k s
p t k tp d i j
k i p k d j s













( ) ( )
s j j j
s s
t tx D x D x
+
= = , 
( 1) (1)( ) ( )( ) ( ) ( )
s j ji i
s k s s k s s
k t k t tj j







, с помощью 
формулы Лейбница получим 
0 1
!( ) ( ) ( ) , , ! ,  
!( )!
ba
a b b a b b
t a t t a
b c




= = = ≥
−
∑ ∏ , следовательно 
( 1) (1) (1)
1
0 0
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
s j j ji i i ik k js k s s k s s k k
k t k t t t t tj j j j
s s
x x x x x x x xC D x C D D x D D x D x




∂ ∂ ∂ ∂
= = = =
∂ ∂ ∂ ∂










.                                                                                        (31) 
Подставляем полученную формулу (31) в выражение (30): 
( ) ( 1)
( )
0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( ) )
n d s jin m n m m k
p kk s k s
p t k tp d i j
k i p k d j s









∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) (1)
( )
0 1 1 1
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( )
n d jin m n m m
p kk k
p t tp d i j
k i p k d j














k p k p k
a a
= = = =
=∑ ∑ ∑ ∑  – дискретный аналог для двойного интеграла при 0n p k≥ ≥ ≥ , то 
сумму в формуле (32) запишем в эквивалентном виде: 
( ) (1)
( )
0 1 1 1
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( )
n d jin m n m m
p kk k
p t tp d i j
k i p k d j









∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) (1)
( )
0 1 0 1 1
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( ))
n d jipn m m m
p kk k
p t tp d i j
p i k d j









∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) (1)
( )
0 1 1 0 1
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( ))
n d jipn m m m
p kk k
p t tp d i j
p i d k j









∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) (1)
( )
0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ) ( )
n d jipn m m m
p kk k
p t tp d i j
p i d j k









∑ ∑ ∑ ∑ ∑ .                                    (33) 
По формуле Лейбница 
(1) (1)
0
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
d dj ji ip
p k pk k
p t t ti j i j
k




∂ ∂ ∂ ∂
⋅ =
∂ ∂∂ ∂












0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ) ( )
n d jipn m m m
p kk k
p t tp d i j
p i d j k









∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) ( )(1) (1)
( ) ( )
0 1 1 1 0 1 1 1
( ,..., ) ( ) ( ) ( ,..., ) ( ) ( )( ( ) ( ( )
n nd dj ji in m m m n m m m
p p
t tp d i j p d i j
p i d j p d j i




= = = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂∂ ∂∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ .  (34) 
Преобразуем последнюю сумму в выражении (34):  
(1) (1)
1 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
d dj ji im m
p p
t ti j i j
i i
x x x x x x x xD x D x
x xx x= =
∂ ∂ ∂ ∂
=
∂ ∂∂ ∂
∑ ∑ .                                                 (35) 
Снова используем теорему 6 
1
1,( ) ( )






d jx x x x
d jx x=
=∂ ∂






( ) ( ) ( ) ( )d dj j ji im m d
ji j i j
i i
x x x x x x x x
x x x
x xx x= =
∂ ∂ ∂ ∂
= = δ
∂ ∂∂ ∂
∑ ∑ , значит 
(1) (1)
1
( ) ( )( ) ( )
d j jim
p p d
t t ji j
i





∑ .                                                               (36) 
Подставляем полученное выражение (36) в сумму (34): 
( ) ( )(1) (1)
( ) ( )
0 1 1 1 0 1 1
( ,..., ) ( ) ( ) ( ,..., )( ( ) ( )
n nd j jin m m m n m m
p p d
t t jp d i j p d
p d j i p d j




= = = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂
= δ =
∂ ∂∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) ( ) ( )(1) (1)
1
( ) ( ) ( )
0 1 1 0 1 0 1
( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )( ) ( ) ( )
n n nj jn m m n m n m jp p pd
t j t tp d p d p d
p j d p j p j




= = = = = = =
∂ ∂ ∂
= δ = = =
∂ ∂ ∂
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  




( ,..., ) ( , ,..., )
n











∑ ∑ . 
Этот результат может быть получен и другим способом: 
! ! ! ! ( )!
!( )! !( )! !( )! !( )! !( )! ( )!( ( ))!
k s s p k
p k p p s
p k p p p sC С C C




= = = =
− − − − − − − − −
















( ) ( 1)
( )
0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( ) )
n d s jin m n m m k
p kk s k s
p t k tp d i j
k i p k d j s









∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) ( 1)
( )
0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ))( ( ) )
n d s jin m n m m k
p ks k s k s
p t p s tp d i j
k i p k d j s
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( ) ( 1)
( )
1 1 1 0 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ) ( ))
n ds j ipm m m n n
p ks k s k s
p p s t tp d j i
i d j p s k s










∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ .                      (38) 
При замене пределов суммирования в выражении (38) было использовано ограничение на порядки 
0n p k s≥ ≥ ≥ ≥ . 
Преобразуем тройную сумму  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
p p p pn n k n k n n k n n n n n n
kps kps kps kps kps kps
k p k s k s p k p k s p s k s s k s p k s p s k s
a a a a a a
= = = = = = = = = = = = = = = = = =
= = = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
и в последней сумме с учетом выражения (38) сделаем замену переменных , 0 ,u k s u k s= − ≤ ≤ −  
( )p k p s k s p s u− = − − − = − − , затем применим формулу Лейбница: 
0 1
( )!( ) ( ) ( ) , , ! ,
!( )!
p s u
p s p s uu u u
t p s t t p s
u c
p sD fg C D f D g C u c p s u






= = = − ≥
− −
∑ ∏ , 
а также теорему 6  
_
1







d jx x x x
d jxx=
=∂ ∂
= δ δ = −
≠∂ ∂
∑  получим 
0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d d di i ip p s
p k p s u p sk s k s u u
p s t t p s t t tj i j i j i
k s u
x x x x x x x x x x x xC D D C D D D
x x xx x x
−
− − − −− −
− −
= =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
∑ ∑  
1, 1,( ) , символ Кронекера
0, 0,
p s d d s s
t j j p p
d j и p s p s
D
d j или p s p s
−
= = = 
= δ = =δ δ δ = − 
≠ ≠ ≠ 
.             (39) 






















                                        (40) 
то есть производная от постоянной равна 0, если ее порядок больше 0, и равна постоянной, если порядок 
равен 0. 
На основании формул (38) и (39) имеем 
( ) ( 1)
( )
1 1 1 0 0
( ,..., ) ( ) ( )( ( ) ( ))
n ds j ipm m m n n
p ks k s k s
p p s t tp d j i
i d j p s k s










∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
( ) ( )( 1) ( 1)
( ) ( )
1 1 1 0 0 1 1 1 0
( ,..., ) ( ,..., )( )
n n
s j p jm m m n n m m m n
s d s p d p
p j p p j pp d p d
i d j p s i d j p
L x x L x xC x C x
x x
− −+ +
= = = = = = = = =
∂ ∂
= δ δ = δ δ =
∂ ∂
∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  
( ) ( )( 1) ( 1)
( ) ( )
1 1 1 0 1 1 0
( ,..., ) ( ,..., )
n n
p j p jm m m n m m n jd
j jp d p d
i d j p i j p




= = = = = = =
∂ ∂
= δ = δ =
∂ ∂
∑∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑  
( ) ( 1) (2 ).
_
1( )
1 1 1 0
( ,..., ) ( , ,..., )
n
p j nm m m n
p j
i d j p
L x x
x G x x x
x
− +
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L x x ,
(2 ).
,
( , ,..., ),  ( , )
n k
k
i n np x x x H L x
−
– локальная запись функции L , импульсов k-го 
порядка и энергии ранга n соответственно при выборе локальных координат (x) в базе mX  расслоения 
n
mT X . Следовательно     
( ) (2 ) ( ). .
,
1 1
( , ) ( , , ) ( , ..., ) ( , ,..., )




H L x H L x n L x x x p x x x x
−
= =











( , ,..., ),  ( , )
n k
j
nk np x x x H L x
−
 – локальная запись функции L , импульсов k-го порядка 
и энергии ранга n соответственно при выборе локальных координат 
_
( )x  в базе mX  расслоения n mT X , 
( ) (2 ) ( ).
_ _ _ _ _ _
,
1 1
( , ) ( , , ) ( ,..., ) ( , ,..., )
n n k k in m j
n k n
k j




= = + ∑ ∑ . 
Тогда 
_ _ _
( , , ) ( , , )H L x n H L x n=  – энергия системы – тензор 0-го ранга, который не зависит от выбора 
локальных координат, то есть является инвариантным геометрическим объектом. 
Доказательство.  
( ) ( )
.
( ( ), ( )..., ( )) ( ,..., )
n n
L x x x x x x L x x
−
=     
_ _
( ) ( )x x x S x= =  – невырожденная замена координат в базе mX  
расслоения n mT X .     Значит 
( )
_ _ _ ( ) (2 ) ( ). .
,
1 1
( ( , , ) ( , , )) ( ( , ..., ) ( , ,..., ) ( ,..., )
nn mn n k k i
k
t t i n
k i




− = − + + −∑∑  
(2 ) ( ) (2 ) ( ). .(2 ) ( ).
, ,,
1 1 1 1
( , ,..., ) ) ( ( , ,..., ) ( , ,..., ) )
n k k i n k k im n m mn k k ij k i
t i n k nk n
j k i j
p x x x x D p x x x x p x x x x
− −
−
= = = =
− = − =∑ ∑∑ ∑  
(2 ) ( ).(2 ) ( ).
, ,
1 1 1
( ( , ,..., ) ) ( ( , ,..., ) )
n k k in m mn k k i
k i
t i n t k n
k i j




= −∑∑ ∑ .                            (41) 
С учетом теоремы 5  имеем   
( )
1(2 ) ( ) ( ) (2 ). .
, 0,( 1)
1 1 1 1 1
.( ,.., )( ( , ,.., ) ) ( , ,.., )
n
in m n m mn k k i k i n
i i
t k n nk i
k i k i i








∑∑ ∑∑ ∑  




.(2 ).1 ( )
0,( 1)
1 1 1
( , ,.., ) ( , ,.., ) ( ( , ,..., ) )
( ,..., ) ( , ,..., )




n kn m mk i li
nk i
k i i
G x x x G x x x D p x x x x
L x x















(2 ) (2 ). .
_ _
1 2( , ,..., ) ( , ,..., )
n n
G x x x G x x x= − . 
(2 ) ( ).
_ _ _ (2 ) ( ).
, ,
1 1 1 1
( ( , , ) ( , , )) ( ( , ,..., ) ) ( ( , ,..., ) )
n k k in m n mn k k i ji
t t k n t k n
k i k i
D H L x n H L x n D p x x x x D p x x x x
−
−
= = = =
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(2 ) (2 ). .( 1) (2 ) _ _. .
1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( , ,..., ) ( , ,..., ) )
n nn n
G x x x G x x x G x x x G x x x
+
= − − − =  
(2 ) (2 ). .( ) ( 1) _ (2 ) _. .
1 1 2 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) 0 0 0
n nn n n
G x x x x G x x x G x x x G x x x
+
= − − − = − = , 
так как по теореме 7 (об инвариантах 1 2,G G ) 
(2 ) (2 ). .( ) ( 1) _ (2 ) _. .
1 1 2 2( , ,..., ) ( , ,..., ) , ( , ,..., ) ( , ,..., )
n nn n n
G x x x x G x x x G x x x G x x x
+
= = . 
( )
_ _ _ _ _ _ _.
( ( , , ) ( , , )) ( ( ( ( ),  ( )..., ( )),  ( ), ) ( , , )) 0
n
t tD H L x n H L x n D H L x x x x x x S x n H L x n− = − = . 
Равенство выполняется для любой невырожденной замены координат 
_ _
( ) ( )x x x S x= =  в базе mX  
расслоения n mT X . Значит, 
_ _ _
( , , ) ( , , ) constH L x n H L x n C− ≡ =  для всех невырожденных замен координат 
_ _
( ) ( )x x x S x= =  в базе mX  расслоения n mT X .  
Рассмотрим тождественное преобразование 
_ _ _
( ) ( )x x S x x= =   
( )
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _.
( ( ( ),  ( )..., ( )),  ( ), ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0
n
H L x x x x x x S x n H L x n H L x n H L x n C− = − = = .   
Следовательно, 
_ _ _ _ _ _
( , , ) ( , , )H L x n H L x n= . 
Теорема доказана. 
Замечание 4. Утверждение теоремы 8 справедливо и для функций : ,p mL T X p n→ ℜ ≤ , так как 
при p n<  можно определить функцию 1 :
n
mL T X → ℜ , которая в любой локальной системе координат ( )x  
в базе mX  расслоения 
n
mT X  
( ) ( ). .
1( , ..., ) ( , ..., )
n p







. Для функции 
( ).
1( , ..., )
n
L x x x  утверждение теоремы 8 справедливо.  Таким образом, справедлива следующая теорема.  





L x x ,
,
, ( , )ki n np H L x  – локальная запись функции L , импульсов k-го порядка 
и энергии ранга n соответственно при выборе локальных координат (x) в базе mX  расслоения p mT X . 
( ) ( ).
,
1 1
( , ) ( , , ) ( , ..., )




H L x H L x n L x x x p x
= =










, ( , )j nk np H L x  – локальная запись функции L , импульсов k-го порядка и энергии 
ранга n соответственно при выборе локальных координат 
_
( )x  в базе mX  расслоения p mT X . 
Поскольку 
( ) ( )
_ _ _ _ _ _
,
1
( , ) ( , , ) ( ,..., )
n k im j
n k n
j
H L x H L x n L x x p x
−
=
= = + ∑ , тогда   
_ _ _
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( ,..., )( ) ( , ,..., ) ( 1) ( )
n
n kn k
i i l l
k k n t l k i
l








∑ ,    
(1) (1) .
1 1(21 1).
1 1,1 ( 1) (1) .
0
( , ) ( , ) ( , )(1) ( , ,..., ) ( 1) ( )i i l lt l i i i
l
















( ) ( )x x x S x= =  – невырожденная замена координат. 
Для функции энергии произвольного ранга n можно написать  
( ) (2 ) ( ).
,
1 1
( , ) ( , , ) ( , ..., ) ( ,..., )




H L x H L x n L x x x p x x x
−
= =
= = − + ∑∑  






( , )( , ) ( , ,1) ( , ) ( , )
m mi
i i
k i i i




= = − + = − + =
∂






. . . .
1 1 1 1 1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )( , ) ( ) ( , )
k k k im m m m m li
k i l
k i k i li k i k





= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + = − + =
∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂





1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )
k im m m m m ml l kk
li l
k l i k l kk k k





= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = − + δ = − + =
∂ ∂
∂ ∂ ∂






( , ) ( , ,1) ( , )
m kk
k
L x x p x H L x H L x
− − − −
=












то есть энергия порядка n = 1 является инвариантом относительно невырожденной замены координат. 
В выражении (42) была использована теорема 1: 
(0)0
. (1)1
















1 1 1 0
1
. (1)
( ) ( ) ( )1 .
k
k k k k
t ti i i i
i






∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
∂ ∂ ∂∂∂
 
Таким образом, основная теорема 9 проверена для 1n = .  
Для 2n =  с невырожденной заменой координат 
_ _
( ) ( )x x x S x= =  имеем 
. ..
. ..
( ( ), ( ), ( )) ( , , )L x x x x x x L x x x
−
= , 
(1) (2) . .. . ..
2 1(2 2 1).
1 1,2 ( 1) . ..
0
( , , ) ( , , ) ( , , )(2) ( , ,..., ) ( 1) ( ) ( )i i l lt tl i
l i i






= = − = −
∂ ∂ ∂
∑ , 
(1) (2) . ..
2 2(2 2 1).
2 2,2 ( 2) ..
0
( , , ) ( , , )(2) ( , ,..., ) ( 1) ( )i i l lt l i
l i
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. .. . ..




( , , ) ( , , )( , ) ( , , ) ( , , 2) ( , , ) ( ,..., ) (( ( ))
m mk k i
i i
k t
k i i i i















.. . .. ..
1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )) ( ( ) ( ) )
k k k im m m ji
t ti i i jj k ii k k k
L x x x L x x x x L x x x x L x x x x x
x C D D x
x x x x
x x x x
− − −
= = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + − +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑∑  
. .. . .. . ..
. ..
.. . ..
1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )( ( ) ) ( ( )
k k ki im m m m mj j
t ti j j i i
k i j k ik k k
L x x x x x x L x x x x L x x x xD x x D
x x xx x
x x x
− − −
= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + −
∂ ∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂
∑∑ ∑ ∑∑
. .. . ..
. . ..
.. ..
( , , ) ( , , )( ) ) ( ( ) )
k ki i ij j j
t ti j i j j
k k
L x x x x x L x x x x x xD x D x x
x xx x x
x x
− −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + =








( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( )
k ki im m m j j j
ti j i jj k i k k k
L x x x L x x x x x L x x x x x





∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − +
∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂
∑ ∑∑  
. .. . .. . ..
. .
.. . ..
1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )( ( ) ( )) ( ( ( ( ))
k ki im m m m m mj j
t t ti j i j
i k j j k ik k k
L x x x x x x x L x x x L x x x




= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − +
∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂
∑∑ ∑ ∑ ∑∑
. .. . .. . .. . .. . ..
.. .. . ..
.. .. . .. ..
1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )) ( )) ( ))
k i mj j k kk
j t ti j
kk k k k k
L x x x L x x x x x L x x x L x x x L x x x
x x D D x x
x x
x x x x x
− − − − −
=
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ δ + = − + =
∂ ∂




( , , 2) ( , , )H L x L x x x
−
= + , 
где ( ) ( ) 0
k i
k

















Таким образом, утверждение теоремы 9 проверено для случая 2n = . 
 
Замечание 6. При p n>  энергия системы при замене локальных координат, вообще говоря, не 
сохраняется. 
 
Рассмотрим случай 2,  1p n= =  (старший порядок производной выше ранга энергии). 
. ..
. ..
( ( ), ( ), ( )) ( , , )L x x x x x x L x x x
−
=  с невырожденной заменой 
_ _
( ) ( )x x x S x= = . 
. ..




( , , )( , ) ( , ,1) ( , , ) ( , , )
m mi
i i
k i i i




= = − + = − + =
∂
∑∑ ∑  
. ..
. .. . .. . ..
.
. ..
. . . .. .
1 1
( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )( , , ) ( ))
k k km m
i
k
k i i k i k i
L x x x x x L x x x x x L x x x x xL x x x x
x




∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + =
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1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , )( , , ) ( )
k ki im m m m m ml l
ti l i l
k i l k i lk k






= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + =
∂ ∂∂ ∂
∂ ∂
∑∑ ∑ ∑∑∑  






1 1 1 1 1 1
( , , ) ( , , )( , ) ( )
k ki im m m m m ml l
ti l i l
k l i k i lk k






= = = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + =
∂ ∂∂ ∂
∂ ∂
∑∑∑ ∑∑∑  






1 1 1 1 1
( , , ) ( , , )( , , ) ( )
k im m m m ml lk
l t i l
k l k i lk k






= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂
= − + δ + =
∂ ∂
∂ ∂
∑∑ ∑∑∑  






1 1 1 1 1
( , , ) ( , , )( , , ) ( )
k im m m m mk l
t i l
k l k i lk k






= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂
= − + =
∂ ∂
∂ ∂





( , , )( , ,1) 2 ( )
k im m m
t i l
k i l k









∑∑∑ .                                               (43) 
Таким образом, второе слагаемое в формуле (43), вообще говоря, не равно 0, препятствует сохра-
нению энергии при невырожденной замене локальных координат (x) в базе mX  расслоения n mT X . То 
есть при p n>  энергия системы при замене локальных координат не сохраняется. 
Рассмотренные связи фундаментальных в физике и природе величин импульса и энергии под-
тверждают законы сохранения импульса и энергии в зависимости от порядка старшей производной по 
времени от аргументов функции Лагранжа. Работа имеет непосредственное отношение к дифференци-
альной геометрии в векторных полях и их расслоениях, а также к таким приложениям, как теоретическая 
механика, теоретическая физика, квантовая механика, физика элементарных частиц. Доказана инвари-
антность энергии системы ранга n, состояние которой описывается гладкой функцией, определенной 
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THE GENERALIZED ENERGY TENSOR 
 
Y. PASTUKHOV, D. PASTUKHOV, S. CHERNOV 
 
We prove the invariance of the energy of a n-rank system whose state is described by a smooth function 
defined in a bundle velocity space, that is, it is proved that for a nondegenerate transformation of the coordinate 
system the generalized energy given in the form of a linear combination of the Lagrange function (from the co-
ordinates and their derivatives to the nth order) and the sum of the products of different orders generalized im-
pulses (from the first to the nth order) by the derivatives of the corresponding order of coordinates, remains 
unchanged. 
 
Keywords: Euler – Lagrange equations, smooth manifolds, bundle velocity space, system momentum, en-
ergy tensor, generalized-momentum tensor, nondegenerate function. 
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